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PREFACE. 



Les deux Livres dont se compose cette troisieme Partie sont 
d'etendue Ires inegale. 

Le Livre VI, qui traite des lignes geodesiques et de la cour- 
bure geodesique, contient 1'expose des rechercbes les plus recentes 
relatives a la determination des lignes geodesiques, a la courbure 
geodesique, au plus court chemin entre deux points d'une nieme 
surface ; il se termine par 1'etude cles triangles geodesiques et la 
demonstration du ceiebre th6oreme de Gauss relatif a ces triangles. 

Le Livre VII, qui est consacre tout entier a 1'etude de la defor- 
mation des surfaces, debute par un expose de la belle theorie des 
parametres di/erentiels queVon. doit a M. Beltrami. Apres avoir 
indique" comment on reconnait si deux surfaces sont applicables 
Tune sur Fautre, comment on forme Fequation aux derivees par- 
tielles dont depend la determination des surfaces applicables sur 
une surface donnee, j'applique les propositions generales a 1'etude 
de la deformation des surfaces re"glees, a la demonstration des 
relations que M. Weingarten a etablies entre les surfaces appli- 
cables sur les surfaces de revolution et celles pour lesquelles les 
rayons de courbure principaux sont fonctions Fun de Tautre. 
Je signalerai aussi un iheor&me fondamental etablissant une rela- 
tion entre les systemes cycliques et la theorie de la deformation. 

Les vingt-huit premieres feuilles de cette Partie ont paru depuis 
trois ans. J'esperais pouvoir terminer mon Ouvrage par 1'etude de 
la deformation infiniment petite; niais cette theorie a pris un tel 
developpement dans mes lemons, depuis 1882, que j'ai du me 
resoudre la reserver pour une quatrieme Partie* 



VI PREFACE. 

Cctle qualrieme Partie esl presque cntiercmenl Lerminee el Fim- 
pression en esl deja commencee. 

II me resle a remercier encore MM. Morin, Goursal, Koenigs, 
Rafly, Gosseral, qui onl bien voulti me preter leur concours le plus 
cmpresse pour la revision des epreuves. G. 1). 

ID jmllel 1 89/1 . 



ERRATA. 



Premiere Partie. 

Page 3, hgne 5, au lieu de a"c' r , lisez a!' b". 
Page 10, au lieu de q ds, lisez q ds. 

Page 16, changer les signes des premiers membres dcs equations (- 
Page 27, equation (19) dans le 3 e membre, au lieude^^ lisez y. 
Page 72, ligne 8, au lieu de formules (4), Lisez formules (2), 
Page qfi, Hgnc 18, au lieu de n 65, lisez n 06. 
Page i/|8, formule (2), au lieu de \ lisez V. 
Page i^g, note, i ligne, au lieu de m du -h n dv 3 , lisez (m du H- 

Page -42o, formule (27) dans le denominateur, au lieu de 



Page 2a5, ligne i, au lieu de R, lises r. 

Page 264, ajouter -J~/? dans le premier membre de la 3* equation. 

Page 269, ligne 14 & partir du has, au lieu de sphere, lisez surface. 

Page 282, dans la formule qui terminc le n 184, retablir dudv en facteur dans 
le second membre. 

Page 290, formules (rg), et page 291, formules (21) et (22), changer le signe 
<ie y. 

Page 297, formule (4), dans la deuxieme integrate, au lieu de i-t-a,^, lises 
i -T- <x l u. 

Page 827, formules (16), au lieu de r = r,, lises r = Xr,. 

Page 334, ligne 16, au lieu de Q l (v) Q (P, )? lises ^J(c) ff, CO- 

Page 336, dans le second membre de la 4 a ligne de formules, au lieu de 

q?/ mu -f- 7^ 
lises 



Page 336, au lieu de la deuxieme Equation (26), lisez 

g = Cnm a+n nY 

lV *' * 



Page 337, 3 ligne, aw lieu de m 0} lisez m'. 



VIII EHBATA. 

Deuxieme Partie. 

Page 35, ligne ir, au lieu do /&A,, lisez AA t . 

X X' 

Page 179, ligne 6 a parlir du bas ? au /tea de 7? lisez --r* 

A, yv 



Page 194, ligne 6, <a 

*,-= VB, 



Page 332, ligne i3, au lieu de (21), /zse,c (3i). 

Page 4^3, ligne 9, an lieu dc troisidme, Hscz quatricmc. 

Troisieme Partie. 

Page 66, lignes S ct 9 du U'Li'c, sup primes quo I*on pent determiner par cles 
quadratures. 

Page 78, ligne 5 en remontant, apres paj* des quadratures t ajoulcv cm par 
I f integration d'une equation dijferenti&lle dc forme deter ininve. 

Page 74, ligae 2, au lieu de e( m -^", lisez e( ;nh2 > V1 '. 
Page i57 7 Iign<fi3 du titre, supprimes le mot six. 
Page 288, ligac 3, auiieu de applicable, lisex; applicable. 

Page 028, ligne 3, formule (89), au lieu de x^y*, s dans les seconds nicinbrcs, 
Uses a l9 y^ ,, 

Page 399, ligne 10, au lieu de paralleles Oa?, lisex paralleles a Q&. 
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CHAPITRE XIII. 

DEVELOPPEMENTS AWALYTIQUES SE IlATTACHANT 
AUX TRANSFOIIMATIOJNS PRECEDENTES. 

Determination de surfaces particulieres a courbure conslante negative. Rappel 
des surfaces de revolution et des lielicoides. Surfaces a hgnes de courbure 
planes ou spheriques dans un systeme. Recherclies de M. A. Enneper et de 
M. H. Dobriner. Comment on exprime qu'une surface rapportee a ses lignes 
de courbure a ses lign.es dc courbure splieriques dans un systeme. Applica- 
tion aux surfaces a courbure constante negative. Integration des deux Equa- 
tions auxquelles doit ,satisfaire simultan^ment la fonction to qui se presente 
clans Fele'mcnt Hn6aire de la surface rapportee a ses hgnes de courbure. 
Proprie"t6 geome"trique de la surface : les spheres qui contierment les lignes de 
premiere courbure ont leurs centres en ligne droite. Cette proprie"te" permet 
de ramener a des quadratures la determination des trois coordonnees d'un 
point de la surface. Comment on exprime qu'une surface a ses lignes de 
courbure planes clans un systeme. Application aux surfaces a courbure con- 
stante; si les lignes de courbure sont planes dans un systeme, leurs plans pas- 
sent par une droite et, par suite, les lignes de courbure de Fautre systeme 
sont situees sur des spheres ayant leurs centres sur cette droite et coupant la 
surface angle droit. Determination effective de ces surfaces. Develop- 
pements analytiques sur les m<5thodes de transformation de MM. Bianchi, Lie 
et Backlund. On peut re"duire 1'application. de ces me"tliodes a de simples 
calculs algcSbriques pr6ce"de"s d'un certain nombre de quadratures. Les deux 
equations de Riccati qui se pr6sentent dans cette the'orie et qui contiennent un 
parametre arbitraire. Veritable origine de ces Equations et leur reduction 
au systeme qui se pre"scnte dans 1'application de la me'thode cle M. Backlund. 
The'or&me general resumant les re"sultats obtenus. 



813, Nous terminerons nos etudes sur les surfaces a courbure 
constante en indignant les mojens de determiner quelques-unes 
d 7 entre elles, c'est-a-dire en faisant 1'application anx cas les plus 
simples des me*thodes pr6cdentes de transformation. 

Diff^rents moyens s'oJQTrent a nous pour trouver des solutions 
particulieres de liquation 



(i) -r- - = sm tocos co. 

v ; du* dv* 

D. III. 
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On pent supposer d'abord que to soil fonction d'une seulc des 
variables u ou t>, cc qui conduit aux surfaces de revolution dcja 
etudiees dans la premiere Parlie [n 66, F, p. 79]. Supposons, 
par exemple, que o> depende de u settlement. L'integration de 

1 'equation 

d- w 

-7 r- = Sino) COSO) 

du* 
nous donnera 

<tfu>\2 . , 
sin 2 to -H 



a designant une conslanle quelconqno, et nous conduira a des 
fonctions ellipliqnes en general. Si, en particulier, la constanle a 
st nulle, on pourra se borncr a prendre 



.(2) tang- = 



C'est F expression qui convient a la surface pseudospherique. En 
effetj la fornmlc (11) [p. 4^6] nous donne ici, pour 1'el^ment 
lin^aire de la surface, I'exprcssion 



il suffit de poser 



pour retrouver la formnle d6ja donn^e [p. 

ds* = ^'2 4. e a ' dv*, 



qui convient a la surface p$eudosph&rique de rayon i rapport^e 
a ses lignes de courbure. 

Onpourrait obtenir d'antres solutions de liquation (i) en sup- 
posant que o) depende seulement de la fonction lin^aire au 4- bv ; 
mais cette hypo these, qui conduit aux helicoi'des a courbure 
constante, pent etre laissee de cdl^.Les surfaces correspondantes 
se d^duisent, en effet, des surfaces de revolution par la transfor- 
mation de M. Lie, indiqu^e au n 774. 

. Pour obtenir d'autres surfaces ^ courbure constante, nous 
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aliens chercher, avcc M. Enneper (*), celles dont les lignes de 
conrbtire sont planes ou spheriques. Nous eommencerons par le 
cas le plus general, eelai ou les lignes de courbure sont sphe- 
riqnes dans un seul systeme. 

Supposons une surface rapportee a ses lignes de courbure et 
conservons toutes les notations du Tableau V [II, p. 386]. Pour 
exprimer que les lignes de courbure de parametre u sont spheri- 
ques, nous raisonnerons cornme il suit. Les coordonnees du centre 
de la sphere qui contient cette courbe, prises par rapport aux 
axes di)i triedrc mobile (T), sont 



XQ et ZQ etant evidemment des fonctions de u : car, si Ton designe 
par R le rayon de la sphere et par a- Tangle sous lequel elle coupe 
la surface, on doit avoir 



et 1'on sait, d'apres le theoreme de Joachimsthal. que o* doit con- 
server lameme valeur en tons les points de la courbe, c'est-a-dire 
etre independant de p. Exprimons que le centre de la sphere, 
c'est-a-dire le point (#?oj ? ^o)? ne se deplace pas quand on se de- 
place sur la ligne de courbure. Nous aurons Fequation de condi- 
tion 

(5) C-f-r^o /i-o = o, 

par laquelle nous exprimons que la seule composante du depla- 
cement de ce centre qui ne soit pas identiquement nulle est egale 
a zero. Cette condition, quiestn6cessaire, estd'ailleurs suffisante, 
on le reconnaitra ais^ment; car elle exprime que Fune dcs deve- 
lopp^es de la ligne de courbure se reduit a un point., c'est-a-dire 
que cette ligne de courbure est spherique. 

Dans le cas actuel, la condition (5) devient, en tenant comple 
des valenrs (12) [p. 4^6] de C, p\, r n 

(6) sinco -4- a?o 3 -- ^ O 

(/U 



() ENNEPER (A.)> Analytisch-geometrische Untersuchungen (Gottwgvr 
Nachrichten; 1868, p. 258-277 et 421-443). 



448 HVRE VII. CHAPITRE XIII. 

Elle esf de la forme 



a ~ = 



a el |3 elan I deux fonclions de u liees a # el par Ics relations 

(8) 23 



II nous resle a determiner la fonclion to qui salisfail a la fois 
aux e*qualions (7) el (r). 

815. L'equation (7) fournil, par la differentiation, la de"rivee 
seconde de co, 

<2 2 ti> 

(9) 4 ^ ^^ ^(^ 6~*- w - 8 2 0~-2uo \ .4. 2 a'e za) -4- p c""" 13 , 

^(t^ 2 

elF<5qualion(i)nouspermelalors de calculer-, }2 -- On oblicnlainsi 
la valeur suivanle 



Mulliplions celte Equation par 2 -, > el inlegrons par rapport a ^ ; 
nous aurons 



(10) 4(-p) = (a 2 -{-i)e 2i%w H- (p a -4-i)<?- 2/w 4i"a'e /:w -h4i(3'e~ /w -h GY, 

y (^lanl une nouvelle fonclion de u inlroduite par FinU-jgralion. 
Nous avons maintenant les deux deriv^es de co; il ne resle plus 
qu'a dcrire la condition d'int^grabilii^. En diffe*renlianl liquation 
pr^c6dente par rapport a u, on aura 

()ti) d z (i) , Q 

dv dii. dv 

-4- 2GOC ; <3 2zw -+ 2 8(3 r 6"~ 2fw 4 *"^ 

En differ en li ant de me* me PcSquation (7) par rapport & p ? on 
trouverait 



figalant les deux valeurs de j-~r> nous sommes conduit a la 
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relation 



qui, simplifiee, devient 



Si cette relation n'etait pas identiquement verifiee, elle d<ster~ 
minerait o> qui serait une fonction de u. Excluons cette hypo these 
qui conduit exclusivement aux surfaces de revolution. Nous aurons 



La premiere Equation s'integre sans difficulte et donne 



rtr designant une cons tan te arbitraire. Les deux autres deviennent 
alors 

ff = a~ 2a 2 3 H -- ~ 



et leur integration est la principale difficulte* du probleme. Une 
remarque tres simple ouvre la voie qui conduit a leur solution. 

816. Puisque les deux Equations qui de'terminent -r ? j- sont 

telles que la condition d'integrabilit6 est Terifie'e; elles admettent 
une solution co contenant une cons tan te arbitraire. En particulier, 
les fonctions o> de u d^finies par liquation 



sa tisferont a liquation (7). Ainsi, les quatre valeursdee fo) ,raeines 
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de 1'equation 

U = (ofl+i)eUto~4ia'e*M-4-Gie*M+4i$'e t <*+$*'t-i== Oj 



donnerontdes solutions particulieres de 1'equation (7); et, comme 
cetle derniere se reduit a ime equation de Riccati lorsque Ton 
prend comme variable e l( * au lieu de to, Le rapport anharmo- 
nique des quatre racines da polynomeU doit etre une constante. 

Q3 

On sait que ce rapport est une fonction du quotient =^> S et T 

designantles deux invariants, quadratique et cubique, de U. On 
est done conduit a calculer ces invariants 



(12) 



O 3 

et Ton constate que non seulement =p mais chacun des invariants 

S et T ? est constant en vertu des equations (i i). On obtient ainsi 
deux integrates premieres de ces equations, dont 1'integration est 
ainsi assuree. 

817. Au lieu de suivre cette methode, on pent encore proc<der 
comme il suit : effectuons la substitution definie par les formules 



Les equations a integrer deviendront 

y" = 



Sous cette forme on reconnait qu'elles se pr^senteront dans le 
probleme de Mecanique pour lequel u serait le temps, la fonction 
des forces F etant exprime'e par la formule 



F = 



On aura done tout de suite I'lnt^grale des forces vives 

i 5) y* H- z r * = (I-H 



et Ton sait que toute la solution sera ramene'e a la rechercbe d'une 
solution particuliere avec une constante arbitraire de Fequation 
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aux derivees parlielles en 6, 

(16) 

Transformers en coordonnees elliptiques, c'est-a-dire substi- 
tuons ajK et z les deux racines p, pi de I'equation en t 

% ** 



nous aurons 



t -' 

2 = (i ?)( pi), 



et une transformation bien connue ramenera I'equation en 6 a la 
forme 



on, en rempla^ant j^ 2 , ^ 2 par leurs valeurs et posant 
(18) 

(19) 



Cette equation admet la solution 

(ao) o = 

^ J 



qui contient la constante arbitraire /c; et, par suite, les valeurs 
de p, p^ s6ront fournies en fonction de u par les formuJes 

M M T. 

(ai) 3S = "- a " ^ = /c " 

Si done on pose 



les deux Equations suivantes 



^ ; 



A(p) 
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donneront les integrales cherchees. On voit que p, p i sont des 
fonclions ultra-elliptiques cle u. 

A Fintegrale des forces vives on pent ajouter la suivante 

(24) 5'*+(y*'zy')1Z*(a+y*+Z*) = *k, 

que le lecteor verifiera aisement et qui nous permet de calculer 
les invariants S et T de U. On constate, comme nous Favons 
annonce, qu'ils sont constants et ont les valeurs suivantes 

= | (a* 

(25) 

(r a) 8/c. 



818. II nous reste inaintenant, y, z, a, [3 etaut determines, a 
obtenir 1'expression de to. On y arrive de la maniere suivante. 

RemplagonSj dans 1'egalite qui sert de definition a U, e l( * par !; 
nous obtenons un poljnome du quatrieme degre dont on pent 
calculer le Hessien. Si nous le designons par H, et si nous y rem- 
pla^ons ? par e^, nous aurons \ 



H=[-,, 

4-st[(n-a 2 )S' 



D'apres la th^orie des formes biquadratiques ( 1 ), on a 1'iclentite 



U ^ ~ H ir. = 2/ 4H-i-SHli a -TU 3 . 

^ ^ 

D'autre part, si i'on pose 



on aura 

dU 



. to _ 

~ 



(*) SALMON, Lemons d'Algebre superieure, traduction 0. Chemin; 1890. 
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on encore, en tenant compte de Pidentite precedents, 



(28) 

S et T etant des constantes, le rapport anharmonique de Tune 
qnelconque des racines de Pequation (27) etde trois racines del! 
depend exclusivement de A et non de w ? d'apres la theorie des 
formes biquadratiques. Done J; sera une simple fonction de v et 
sera, par suite, entierement determinee par Fequation precedenfce, 
qui introduit cette fois des fonctions ellipliques. 
Signalons la relation identique 

(29) 4 

entreles deux polyndmes du Iroisieme degre qui figurent dans la 
solution. 

On a ici un nouvel exemple d'un probleme dans lequel figurent 
a la fois les fonctions ellipliques et les fonctions hyperelliptiques. 



. L'int6gration des equations (i4), qu'Enneper n'avait pu 
effectuer et qui lui paraissait presenter de grandes difficultes, est 
due a M. Dobriner qui Fa donn^e dans un Memoire public 
en 1887 ( l ). Nous nous contenterons de montrer ici que la d^ter- 
mination des coordonnees X, Y, Z d'un point de la surface en 
fonction de u et de 9 n'exige plus Fintegration d'une equation de 
Riccati, mais s'effectue au moyen de simples quadratures. II nous 
suffira pour cela d'^tablir que les spheres coupant la surface 
suivant des lignes de courbure ont leurs centres en ligne 
droite. 

Les coordonndes, relatives aux axes du triedre (T), du centre de 
la sphere qui contient la ligne de courbure de parametre u ont 
ete d^signees plus haut par x , o, ^ * Elles sont liees aux fonc- 
tions JK ? 5 par les relations 

(3o) ^0 



( J ) H. DOBRINER, Die Fldchen constanter Krummung mit einem System 
spfidrischer Krummungslinien dargestellt mit ffilfe von Thetafunctionen 
zweier Variabeln (Acta Mathematica, t. IX, p. 73-1 o4; 1886-1887). 
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deduites des formules (8) et (i3). Lorsque Ton passe d'une ligne 
de courbure a une autre, c'est-a-dire lorsque u varie, les projec- 
tions du deplacement de ce centre sonl 

(ko . , 

(a? A ~f- cos to ~f- SQ sin w ) du. &n~r-di6. (z n XQ sin to) du. 
\ fly 

Remplacons # > Z Q en fonction de y et de s, et calculons les 
cosinus A 5 B, C, proportionnels a ces trois projections, des angles 
que fait la tangente a la courbe des centres avec les axes du triedre 
mobile. En tenant conipte de T equation (10), nous trouverons les 
expressions suivantes 

A t/aXr = z* -s 2 cos co yz sinw, 

Qi/ikyz r zy' -%- z sinw. 

Or on reconnait aisement que ces cosinus directeurs v^rifient 
identiquement les relations telles que les suivantes 

dA. B(r du -+- r^ dv) G(q du -+ q\ dv), . . . , 

qui caracterisent une direction invariable dans I'espace, La pro- 
position que nous avions en vue est done etablie et la ligne des 
centres est une droite, 

820. Prenons cette droite pour axe des X. Rien ne sera plus 
aise que de determiner la coordonnee X. On a, en effet, 

-T = Acosoj, -r = B sin co, 
et, de ces deux formules, on d^dutt sans difficulte 

, o x v 5 COS 0) I C , 

(32) X = ~r= ==. / ^ 2 dU. 

J^k 4/2 A:./ 



La sphere contenant la ligne de courbure aurait evidemment 
pour equation 

(33) (X U)* 



ou U d^signe maintenant une fonction inconnue de u ; et il est clair 
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qne X U est la projection sur J'axe des X du rayon de la sphere 
qui aboutit au point considere de la surface. Mais cetle projection 
peut etre calculee a Paide des formules (3i) et elle est egale a 



On a done 

\ . TT =r- 1 _ _ 
\/2/C 

ce qui donne 

(34) 



Y TT _-- gcosa) ^(i-f-y a ) , yy 

-\. ~ U ._ ^r^* *~ ' ' ~~* ~" 



Connaissant X U, nous pourrons deduire de la formule (33) 
la valeur de Y 2 -f-Z 2 



Si nous posons enfin 

(35) Y = 
Tidentit^ 

(36) rfs* 

ou G?5 2 , X, X sont entierement connus, permettra de determiner 
par une simple quadrature. 

Appliqnons cette me"lhode au cas special oik Ton suppose 

jK=o. 
Alors on doit avoir 

(87) /* = *, 

(38) V 

^co 

(39) 

De cette derniere Equation on deduit 

/-J^. = / 
smw J 



456 LIVRE VII. CHAPITRE XIII. 

ou ; en dormant o. f(v) ime forme speciale., 



r d<* r . r . 

I . = I z an I z\ dv. 

J smco J J 



Au lieu d'appliquer les formules pre'cedentes, cherchons directe- 
ment z\ et to. De 1'equation precedente on deduil 

(89 bis} -c~ = jsi sin co. 

Pour determiner ^i, remarquons que Ton a 

t) 2 to 

= __ z > sin co -h^ 2 sin co cos co, 
du* ' 

(^' 2 co . 

~ - = z\ sin co -H z\ smco cosco. 
dv% i 

ce qui donne, en substituant dans Fequation (i) 



II ne reste plus qu'a porter cette valeur de co dans F equation 
pour oblenir la condition 

(40 s? = (sfH- i)' -ha(*j + -Ha^ 

qui definira z\. La fonction oo Se trouve ainsi directement de*ter- 
minee en fonction de it et de 9. On aura ici 

= 3' 2 COSCO, 
/ - t?CO 

B /a 7t = z -- = xr^! sin co, 



= z sn co 



(43) A2= Y-hZ*= 1=^ = 5_l 

- 2 a 

Un calcul facile donnera 

/ , / N 7 . 

(44) ^ 

d'ou il suit que ^ sera une fonction de 9. En d'autres termes, les 
lignes de courbure de parametre 9 seront planes ; et leurs plans 
passeront par la droite, lieu des centres des spheres qui contien- 
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Bent les lignes de premiere courbure. C'est un resultat qu'il etait 
aise de prevoir, 1'hypothese 



que nous avons faite, exprimant que les spheres contenant les 
lignes de premiere courbure coupent la surface a angle droit. 
Comme elles ont deja leurs centres en ligne droite, on devait 
trouver une variete des surfaces de Joachim sthal [n os 92 a 94, I, 
p. 1 12 et suivantes]. 

821. Le cas que nous venons d'etudier est le seul dans lequel 
une surface a courbure constante puisse avoir ses lignes de cour- 
bure planes. 

En eflfet, pour que les lignes de courbure, deparametre p, d'une 
surface quelconque, soient planes, il faut et il suffit [n509, II, 
p. 3g4] que leur plan osculateur coupe la surface sous un angle 
constant. Or, lorsque la surface est rapportee a ses lignes de cour- 

bure, la tangente de cet angle est (n 507). II faut done que 
Ton ait, en general, 

(45) 7 =<?(*) 

Jci cette Equation devient 



dv J ^ 

Aux notations pres ? elle est identique a 1'equation (89 bis) qui 
entraine comme consequence 1'equation (3p). En determinant les 
fonctions d'une seule variable z et z\ } on retrouve les hypotheses 
et les valeurs que nous venons d'etudier. Ainsi, 

Quand une surface d courbure constante admet une famille 
de lignes de courbure planes, les plans de ces lignes de cour- 
bure passent par une droite et, par consequent, les autres 
lignes de courbure sont sur des spheres qui ont leurs centres 
sur cette droite. 

Pour ce qui concerne le cas general, Tintrodiiction des fonc- 
tions a une et a deux variables, nous renverrons le lecteur a 
Me"moire de M. Dobriner. 
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822. Pour oblenir de nouvelles surfaces a courbure constante, 
il suffira d'appliquer a ceiles qne nous venons de determiner les 
metbodes de transformation de M. Lie et de M. Bianchi. Nous 
allons donner rapidement quelques indications sur la suite des 
calculs qu'il y aura a executer pour obtenir les surfaces en nombre 
illimite que Ton peut ainsi faire deriver d'une surface donnee. 

Reprenons le systeme fondamental 



t j- sinO coso), 

} du dv 
(46) 



. fl 

___ _|_ _^ = sino) cosa. 
dv du 

d'ou Ton deduit toute la iheorie. 

Considerons-y d'abord to comme donnee et cherclions a en de- 
duire la valeur la plus generate de 9. Si Ton en connait ime sola- 
lion particuliere 8, la solution la plus generale, que nous desi- 
gnerons par 6 ; , sera definie par la formule tres simple 



(4:) c 

ou 1'on a pose, en modifiant legerement les notations du n 805 ? 

[ dv. = cos 8 coso) du -f- sinO sinw dv. 
( /S \ ' 

I &-* d$ = cosw sin 6 du ~~ sin o> cos 6 dv. 

Ces quadratures, efFectuees avec la plus grande generalite pos- 
sible, introduiront evidemment une constante arbitraire enfacteur 

dans Fexpression de cot -- 

Supposons mainlenant que ? considerant 6 comme donnee dans 
le syst&me (46), on veuille avoir 1'expression la plus generale 
de la fonction co qui satisfait a ces deux equations. Si nous de"si- 
gnons encore par co une solution particuliere et par o/ la solution 
generale, nous aurons ? de mme que pr^cedemment, 

(49) cot ^ =Y a , 

Y etant la fonction introduite au n 805 et definie par la quadrature 

( 5o ) e a dy = cos 6 sin co du -f- sin 6 cos co dv. 
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La methode de M. Bianchi consiste, nous Taverns vu, dans 
Fexecution alternative de ces deux operations. Remarquons que 
les calculs relatifs a la seconde se deduisent de ceux qui se rap- 
portent a la premiere, si I'on echange to, 9, a, (3, y respective- 
ment en 9, to -j- T:, a, y, [J, comme on s'eii assure aisement. 

Supposons que, partant d'un systeme de solutions (co, 6) du 
systeme (46) on ait calcule les fonctions a, [3, y. Appliquons la 
formule (47) pour avoir une solution plus generate et remplagons 
9 par 9 A . Nous aurons de nouvelles yaleurs a', J3', y ; de a, (3, y. Les 
valeurs a', ^ se calculent algebriquement par les formules 



" " p*-t-ea' 

Mais, pour obtenir la nouvelle valeur y' de y, il faudra efFectuer 
une nouvelle quadrature. 

Si, de meme, on remplace to par la valeur a/ fournie par 1'e- 
quation (4g), on aura de nouvelles valeurs a", [3", y f/ de a, [3, y, 
Des formules analogues aux precedentes donneront 

(52) cr-*' =--?-?, 



Mais, pour obtenir la nouvelle valeur (3 V de (3, il restera ici en- 
core a efFectuer une nouvelle quadrature. 

823. En appliquant successivement les deux operations que 
nous venons de de"finir, on d^duira, on le voit, de tout systeme de 
solutions des equations (46) un nombre illimite de systemes nou- 
veaux contenant autant de constantes qu'on le voudra; et la 
determination de chaque systeme nouveau exigera settlement 
une nouvelle quadrature. 

Mais ces quadratures portent sur des expressions de plus en 
plus compliqu6es contenant les constantes arbitrages melees aux 
variables aussi bien dans les de"nominateurs que dans les numera- 
teurs. II semblait done que 1'application de la methode 6taitpresque 
impossible et devait ^tre promptementarretee dans le cas general. 
II y a done quelque interet a signaler le resultat suivant : 

II suffira d*effectuer au debut, en dehors de a, p, y, un cer- 
tain nombre de quadratures (inferieur d'une unite au nombre 
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des solutions nouvelles que Uon veut obtenir) portant sur des 
fonctions parfaitement deter minees de u et de v\ et ces qua- 
dratures une fois effectuees, V application de la methods rfexi- 
gera que les calculs algebriques les plus elementaires . 

Voici d'abord quelles sont les quadratures a effecluer; elles 
sont definies par les formulas 



(53) 



db fl = 



2 b n -\ ch 2 b n i 



) + 2 C da 



dc n = 



rt-2 -+ 2 c rt _i ( 



-i- ( Ci r rt _s + C 2 C^-s -h ... 4- Cyz-2 Ci ) 



ou Fon a pos6, pour 

(55) de = (3 



ino) 



cos to cosO 



II resulte des Equations (46) que de est une diff^rentielle exacte. 

Nous supposerons que toutes ces quadratures soient calculees 
de la maniere la plus gen^rale, c'est-a-dire qu'on ait ajoute une 
constante arbitraire apres chaque integration. 

Ces definitions une fois admises, supposons qu'on substitue 
partout a 9 la valeur 9 ; definie par la formule (47)- Les nouvelles 
valeurs b f l} c r t des fonctions bt, c/ seront d6termin6es par les for- 
mules (5i) et les relations tr6s simples de recurrence qui suivenl 



(56) 
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et 



c' n = b n +i+ P'(<4 

Lorsque, au contraire, on substituera le systeme (o/, 6) au sys- 
Leme (to, 0), les formules que 1'on aura a employer pour calculer les 
nouvelles valeurs de b t , c^seront pareilles aux precedentes et s'en 
deduiront par la substitution des quantitds a, y, (3, c,, ^ a 
a, p, y, 6/, c/ respect! vement. On aura, par example, 

(58) b" fl = c^i-h Y ff ( & -i c i -+-*-2^^..-+*oC /i ). 

( 59 ) 4 = -i T ( ^-a c "i + ^^-3 c'i -f- ...-+ ^ 4~i )- 

Cela resulte de la remarque faile plus Jhaut : le systeme fonda- 
mental ne change pas quand on change to en 8, 8 en to + 7r; mais 
alors 11 fa ut changer le signe de a, echanger j3 et y, 6/ et c i? et 



82 4. On pent etablir fous ces resullats d'une maniere relative- 
men t simple en operant comme il suit. 

Remarquons d'abord que toutes les relations par lesquelles on 
determine les fonctions ^> j &o &*) peuvent 6tre comprises 
dans unc formnle unique a 1'aide de 1'artifice suivant. 

/ designant une variable auxiliaire, considerons la fonction 
de (, de u et de 9 qui serait definie par le developpement suivant 

(60) <p(, , P)= 6 -H bit + &%&-{-...-+- b n t f t^~. ,.. 

Multiplions main tenant les equations (53) qui servent de defi- 
nition a b\ , &o, . . ., i/ i? respectivement par t, i a , . . ., /z , et ajou- 
Lons-les. En designant par dv la different! ell e de Q ou i serait traitee 
comme une conslanie, on effeetuera aisement la sommation de 
tous les lermes semblables, ce qui conduira a Fequation 

r/c d ~ t 2 do -I- 2 jf ch - 2 i 2 ^/a 



que Ton pent ordonner comme il suit 



(6r) (i ^)^<p = rfp 

D. III. 3o 
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Cette unique equation tient lieu de Unites celles qui sont com- 
prises dans le Tableau (53) : il sujffira done de demontrer qu J iL 
en existe une solution cp, developpable suivant les puissances 
entires et positives de t, pour etablir en unefois que tous les 
seconds membres des formules (53) sont bien des differenlielles 
exactes. 

Or, si dans Fequation precedente on remplace dtp par sa valeur 

d 7 dv 1 
du -*-*- dv, 
du dv 

et si Ton egale a zero les coefficients de du, dv dans les 
deux membres, on a deux equations de Riccati auxquelles on 
pourra appliquer les methodes donnees an n 48 el Ton reconnaitra 
que, pour elles 7 les conditions d'inLegrabilite sont verifiees. Ala 
verite, les calculs par lesquels on etablit ce resultat sont assez 
eompliques; on pourrait les presenter sous une forme elegante. 
Mais le fait essentiel que nous avons en vue sera etabli plus loin 
(n 829) par une simple transformation de liquation (61). 

Si Ton considdrait de meme Ja fonction ^ defmie par le develop- 
pement 



(62) ty(t, u, P) = 

on verrait qu'elle doit satisfaire a Fequation 

(63) (i^t 



toute semblable ^ celle qui determine <p. Nous allons montrer tout 
d'abord que les equations en cp et A se ramenent 1'une a Fautre. 
Si on les ajoute, en effet, apres avoir multiplie la premiere par ^ 
et la seconde par <p, on trouve 



Equation qui est identiquement verifide quand on fait 



I-f~ tcfy = O. 



On passe done de 1'une a Fautre des deux Equations par la sub- 
stitution 

(64) *=- ou C P=-' 
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Mais, pour bien comprendre la nature de cette relation, il faut 
remarquer que Fequation en cp a deux especes Lien distinetes de 
solutions. Les unes sont developpables suivant les puissances posi- 
tives de t et leur developpement 



donnera, avec les conslaiiles arbilraires que comportent les quadra- 
tures, les fonctions que nous avons designees par b Q: b\, #o, . . . 
Les autres ont un developpement 

o _J> H_ A t ~f A 2 Z H-. . ., 

qui commence au terme en ? et ce sonl celles-la seulement qu'il 

faudra porter dans la formule de substitution (64) pour obtenir la 
solution A 

^ = Y -+ GI t H- . . . , 

d^veloppable suivant les puissances de t. 

825. Une fois ^tablie Fexistence des fonctions bt et c voyons 
comment se transforment ces fonctions lorsqu'on applique la 
methode de transformation de M. Bianchi. La premiere transfor- 
mation est definie par la formule 

0' 
cot- - - = p0-. 

Elle substilue 8 A a 8 ; les nouvelles valeurs a', ^, Y ; , e' de a, J3 7 y? e 
sont definies par les equations suivantes 

(65 ) ^'= 



Si Ton d^signe par cp' la nouvelle valeur de cp, on peut done, 
grace aux formules pr^c^dentes, ecrire Fequatioii en cp' qui rem- 
place liquation en cp (61). Un calcul, que nous omettons, montre 
que Ton passe de Tune de ces Equations a L'autre par la substi- 
tution 



(66) 
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Si done on tienl compte des formules (64), on obticndra les 
relations suivantes 




en Ire les nouvelles et les ancicnnes valeurs cle v etde A. Ces rela- 
tions out ete ecrites sons line forme telle qu'elles fournissenl, 
comme cela doit etre, pour cp ; el'I/des fonclions developpablcs, 
comme <p et A, suivant ies puissances positives de t. 

Ce point une fois reconnu, si Ton chasse les denominateurs <U 
si 1'on egale dans les deux membres les coefficients des meincs 
puissances de t, on obtient les form ales de recurrence (56), (07) 
donnees plus taut ct qui permellent de calculer les nouvelles va- 
leurs b f t j c' t des fonctions &/, C. On pent encore employer les for- 
mules (67) sans chasser les denominateurs et effecluerlc develop- 
pemenl des seconds membres suivant les puissances de t pour 
oblenir sans intermediaire les expressions de b' Ll c[. 

En resumanl tout ce qui precede, nous pouvons done enonccr 
la proposition suivante : 

Toalcs les fois que I s on saura determiner la solution la plus 
generate de Vune des equations differentielles (61) on (6'3), 
^ application de la methode de transformation de M. Bianchi 
n" exigera plus que des calculs algebriques sans aucune qua- 
drature. 

820. Co mine application par tons de la solution 
co = GJ == o, 

da sysleine (46). On a ici 

a = it, d$ = o, </Y = i dz = r/v. 
Les equations en ^ el f i se presentent sous la forme suivante 

(i / 2 )cAp zty(dv-tdu), 
tdu), 
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(You Ton cleduira sans peine leurs integrates, qui seront 

(08) o =. s(t)e~ TZI7r , <L = 7 1 (^)e~" / T^F 3 

cr el <jj designanl deux: fonctions quelconques, developpables sui- 
vant les puissances positives de /, dont les coefficients donneronl 
les constanlcs qui doivent figurer dans b si et dans c n . 
La premiere solution derivee est fournie par les formuleis 



8 = /i iy cot = hie", 
i 

CM h\ dcsigne unc constantc. Elle correspond a la pseudo sphere. 
On voit ainsi que toutes les surfaces derivees cle la pseudosphere 
suivant la metliode de M. Bianchi s'oblicndront sans aucune in- 
tegration. 

827, Les equations de Riccali a deux variables indepenclantes 
en r z ct en <i dont Fintegration ramcne a dcs calculs algcbriques 
1'application de la melhode de M* Bianchi conliennent un para- 
metre auxiliaire t. Nous avons vn qu'elles se reduisent Pone a 
Tautre par Pemploi de la formule de substitution 



Nous allons maintenant montrer qu'on peut les rattacher Tune 
et 1 'a utrc a un systeme analogue contenant uti parametre arbi- 
trairc et deja rencontre clans cette ihcorie an n 808. 

Ecrit avcc les variables a et fi qui, an n 808, dcsignaient les 
paranielres des ligoes asymptotiques, ce sjsleine prcnail la forme 



ou Ton avail 

(70) 



Ecrit avec les variables u et r, il dcviendra done le suivant 
(70 



e)0 <^co n -f- b . A b n , A 

. -I b mO cos co H sino) cosO, 

du, ov *JL 2 



(^0 Ott) (I - C? . .f r- tx . A 

. _j -_- rrr SID COSO) SID 0) COSO, 

dP oW 2 1* 
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identique, aux notations pres, a celai que nous avons rencontre 
dans Pellicle de la transformation de M. Backlund (p. 434) el il 
ne pourra avoir lieu (n 808) qu'entre deux solutions cle liqua- 
tion 



d~ to c) 2 co 

. -- . - = sin co coso). 

' 



Cela pose, supposons que J'on connaisse une fonction to solu- 
tion cle celte equation aux. derivees parlielles, c'est-a-dire que 
I'on connaisse P element lineaire d'une surface (S) a courbure 
constante rapportee a ses lignes de courbure. Nous aliens monlrer 
que Pmtegration complete du systeme (71), c'est-a-dire la deter- 
mination de la fonction la plus general e 9 qni y satisfait pour 
chaque systeme de valeurs cle a et de &, entraine la determination 
sans quadrature des neuf cosinus qui fixent la position du 
Iriedre (T), non seulement pour la surface (S), mais pour toutes 
celles qui s'en dec! ui sent par Pappli cation combinec de la transfor- 
mation de M. Lie (n 774) et de celle de M. Bianchi, ou si Pon 
veut encore par Punique application de la methode de transfor- 
mation de M. Backlund (n 809). 

Considerons d'abord la surface (S); la determination des neuf 
cosinus dont depend la position du triedre (T) relatif a cette sur- 
face exige Pintegration du systeme (7) [p. 378] qu'on obticnt 
immediatemcnt en faisant dans le systeme (71) 



et que Pon saura par suite integrer, d'apres Phypothese. La deter- 
mination de la surface (S) exigera done senlement trois quadra- 
tures. D'autre part ? la determination de la surface (S,), qui derive 
de (S)par la premiere application dela methode de Bianchi, exige 
Pintegration du me'me systeme (71) avec les valcnrs egales a Punite 
de a et de b. Le systeme etant suppose integrable pour toutes les 
valeurs de a et de , on saura done determiner (S<). 

Comme, d'ailleurs, il est evident, d'apres les developpements 
du. n 808, que le systeme (71) conserve sa forme, mais avec 
d'autres valeurs des constantes a et b, quand on applique la 
transformation de M. Lie, il est clair que la proposition s'e*tend a 
toutes les sxirfaces qui d^rivent de (S) soit par la transformation 
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de M. Lie soil par une premiere application de la methode de 
M. Bianclii on de celle de M. BacMund. 



$. Mais on peut la completer encore en montrant que Ton 
pourra, saas aucune quadrature, poursuivre Fapplication de la 
melhode de M. Bianchi, non senlement a la surface (S<), mais a 
ton les celles qui en derivent par la transformation de M. Lie. 
Celle nouvelle proposition se traduit analytiquement par le 
iheoreme suivant : 

Solent 8 et to deux solutions connues du systeme (71). Con- 
siderons les deux systemes suivants 



^1 ' A ^1 #1 . A 

, -i -T- ismOi costo H -smu}cos6 1? 

] a?* r)t> 2 a 

n e)u> ^i >i . A rti-4-#i . ft 

-,_ sin (3 1 cos co smcocosoi, 

(?Z* 2 2 



(73) 



dO <)u>i r^-h&i . Z>i #! . n 
1 __ ^-sinocoscOiH sincOiCOsO, 

(?M d9 '* 2 



fv c/COj tc-i t/t . A Cl\ r~ O\ A 

_ | __i _J -smOcoscoi -sincotCosO, 

dp du 2 2 



oft Von a to uj ours 

et ou 8i e^ W| 50/2^ deux inconnues a determiner. On passera 
du premier au second par la substitution 

co i w GI ^i a 

ta a ^ a ~~ ai-h a* 

^6 50/Ve yzi^ 5f / ; o/z ^azf integrer le premier, on saura aussi 
integrer le second, 

Le lecteur verifiera ce resultat. Nous nous conlenterons de re- 
marquer que le theoreme n'est meme pas en defaut pour les va- 

leurs 

a\ = rh a 

de ctj,. Supposons ? par exemple, a } = a. Alors il y a une infinite 
de solutions du systeme (72), qui tendent vers 9 quand a\ tend 
vers a. Soit, en effet, 
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la solution generale du systeme (72)011 C designe la constante 
arbitraire choisie de telle maniere que, pour a\-=^a et C = o, 

on ait 

d = 0. 

Alors on pourra prenclre pour C une ibnclion de u\ 

C = K(a L a) -h Ki(<r/i - a)--+~. . . , 

et ? si on leve 1'inde termination dans la formule 

. o)i w a i a 

(a ~H cti) lane = 



0, 

tang ; 



on aura 



le denominateur etant calcule pour les valeurs o el <7 de et 
de a , . 

Une methode analogue s'appliquerait a Fbypothese 6r, = a. 

On ])eut done enoncer le theoreme cF Analyse suivant : 

Co/isiderons le systeme des relations (71) qui ne peuvent 
subsister qit'entre deux solutions co et de i* equation aux 
derivees partielles (i). En y considerant successivement co el 
comme inconnues et changeant, si ron vent, chaque fois tes 
valeurs des constanles a et b, on pent /a Ire deriver de toute 
solution co de V equation (i) une infinite d'autrcs solutions. Si, 
cj tie lies que soient les cojistanles a el b, la premiere application 
de la methode riexige aucune quadrature, II en sera de meme 
de toutes les applications sitivantes. 

G^onictriquenieiit, nous avons 1'enonce suivant : 

Si Von sail determiner par de simples quadratures une sur- 
face a courbare constante (S) ainsi que toutes celles qui en 
derivent par ^application de la transformation de M. Lie 
(n (> 774), I 3 application successive des methodes de transforma- 
tion de MM. Bianchij Bdcklund et Lie rfexigera aucune qua- 
drature nouvelle. 

11 ne sera pas inutile d'ajouter ici la reinarque suivante, qui in- 



DKVELOPPEMENTS ANALYT IQUE S. 4^9 

diquera comment on a ele conduit a prevoir la proposition que 
nous venons d'enoncer et de demontrer. 

Le systeme (71)5 identique au systeme (69), est celui que nous 
avons rencontre au n 809 lorsque nous avons defini la transfor- 
mation deM. Backlund. Nous avons vti que ? si Fon menepar cliaqne 
point d'une sxirface a courburc constante (S) et dans le plan tan- 
gent a cette surface xine droite (d) faisant Fangle 6 avec Faxe 
des x du triedre (T) attache a (S) et si Fon veut que cette droite 
engendre une congruence pourlaquelle le segment focal soit con- 
stant et egal a m, Fangie des plans focaux etant aussi constant el 

admettant pour cotangente ? il sera necessaire et suffisant que 
satisfasse au systeme (71), oiia el^recevronl les valeurs suivantes 

(71) 

la relation 

(75) 

enlrainanl la suivante 

(7<>) 

entre X et m. Mais il importe de remarquer qu'il existe deux 

systemes de valeurs de a et de /; satisfaisant a la relation (76) et 

auxquels ne correspond aucune valetir fmie de X et de m. On a, 

en effet, 



_ . \ __ a> b 

~~ a -\~ h' m ~ a 

Si done on prend 

a = /', b = /, 

les valeurs de X et de m sont infmies. Le segment focal devient 
infini ainsi que Tangle des plans focaux dont la tangeote devient 
egale a /. C'estun casliniitede la transformation de M. Backlund 
dans lequel 1'une des surfaces focales de la congruence engendree 
par la droite (d) est, rejetee a Finfmi. Cette surface focale se reduit 
done a une ligne situ6e dans le plan de Finfmi et cette ligne est 
necessairement une droite tangente au cercle de Finfini puisque, 
les deux plans focaux faisant un angle infini, Fun d'eux est n^ces- 
sairement un plan isotrope. Ainsi la droite (d} est alors la section 
du plan tangent de (S) par un plan isotrope parallels d un 



470 LIVRE VII. CHAPITRE XIII. DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES. 

plan fixe. D'ailleurs le sysleme qui determine 8 devienlidentique, 
comme nous 1'avons deja remarque, a celui dont depend la deter- 
mination da tricdre (T) attache a la surface (S). Ainsi ce systeme 
particulier (7), donne a la page 878, correspond a ce que nous 
appellerons un cas limite de la transformation de M. Backlnnd. 
Ce point etant admis, supposons qu'onfasse deriver de (S)une 
surface (S^ par la methode de M. Bianchi, ce qtdexige Finte'gra- 
tion du systeme (71), ou a et b seraient remplaces par 1'unite. Si 
Ton sait determiner le triedre (T) attache a (S), on saura aussi 
determiner le triedre (T) attache a (S^); cela resulte de la de- 
linition meine de la transformation. En d'autres termes, si 
1'on sait appliquer a (S) le cas Jimite de la transformation de 
M. Backlund, on saura Fappliquer aussi a(S^). Pour verifier par 
1'analyse cette proposition, il etait naturel de subsliluer a la trans- 
formation limite une transformation quelconqne, ce qui devait 
nous concluire au theoreme general qui fait Fobjet de ce numero. 

829. Nous n'avons plus qu'un mot a ajoutcr pour ratlacher ces 
resultals a cenx qui concernent les fonctions cp ct A. Si I 7 on 
effectne dans 1'equation en cp la substitution 

Oj0 



o = 

2 

ou es! la f one lion satisfaisant atix equations (46) et, si Ton pose 



elle prendra la forme survanle 

/A t)to 7 <)to _ a ... w , 7 s 6 . /A w , 7 , 
,/Q -h v" <f 9 H- -T- rfw = - sm (Oi (&)(du -h dv) -4- - sin (Oi -h ci))(az^ dv). 

C/Z^ OP f i 2 

En cgalanl les coefficients de du el de dv dans les deux 
membres, on retrouve les Equations 

dQi dtti ct I) 

._ 1 ._ = _- s in(Oi co) H sm(0i-l- to), 

da dv 2 ' 2 

()0i <^to a . , N ^ /A x 

_^ !__ sm(0i w) sm(0i-h <*>), 

()p ^)i/, 2 4 >, 

c'est-a-dire le systeme (71) ou 6 serait remplace par 9<. 
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CHAPITRE XIV. 

RAPPROCHEMENTS ET ANALOGIES ENTRE LES SURFACES A COURBURE 
CONSTANTS ET LES SURFACES MINIMA. 

Recherche ties surfaces (M) telles quc deux families de lignes conjuguees aient 
pour tangentes des droiles qui soient, en meme temps, tangentes a une meme 
surface du second degre. Quand cctte quadrique se redmt au cercle de Tin- 
fini, on doit rclrouver les surfaces minima; mais, quand elle est de la classc 
la plus generale, la determination cles surfaces cherchees se ramenc a la meme 
equation aux derivees partielles que cello des surfaces a courbure constante. 
Signification geometrique des resultats precedents; generalisation des no- 
tions de distance et d'angle clue a M. Cayley. Relation avec les definitions 
donnces au Livre V, Chapitre VIII. Les lignes geode'siques dans la Geometric 
de M. Cayley. Lcur plan osculateur est totijours normal a la surface sur 
laquelle elles sont tracees. Les lignes les plus courtes dans Fespace sont 
encore des lignes droites. Generalisation des prmcipales proprietes des lignes 
de courbure. Formulcs analogues a cellos d'Ohnde Rodrigucs et relatives 
aux lignes de courbure generalisees. Les surfaces (M) etudiees au debut 
de ce Chapitre ont, dans la Ge'ometrie Cayleyenne, leurs rayons de courbure 
egaux et de signcs contraires; ellcs sont les seules qui jouisscnt dc cette pro- 
priete'. Elles se rapprochent encore des surfaces minima par la propnete de 
rendre minimum la portion cle Taire cayleyenne comprise dans un contour 
donne. -Etude d'une transformation qui permet cle transporter a la Geometric 
euclidicnne toutc relation entre les angles dans la Geometric de M. Cayley. 
Cette transformation fait correspondre une sphere a un plan et un cercle & une 
droite. Generalisation dela theorie des tangentes eonjugue'es de Dupin. 
Proprietes diverses des surfaces (M r ) qui de"rivent des surfaces (M) par la 
transformation precedente. 



830. Dans les Chapitres precedents nous avons fait connailre 
les principaux r^saltats acquls a la Science en ce qui concerne les 
surfaces a courbure constante. Nous aurons encore a revenir sur 
ce sujel dans le Livre suivant-, nous allons terminer celtii~ci et la 
troisieme Partie de cet Ouvrage en indiquanl" quelques proposi- 
tions qui ^tablissent certaines analogies, certains rapports de voi- 
sinage entre les surfaces & courbure constante et les surfaces mi- 
nima. 
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Nous avons vu (11 186) que les surfaces minima peuvent etre 
caracterisees par la propriete suivanle : Les deux tangentes de 
longueur nulle menees par chaque point de la surface doivent 
etre deux tangentes conjugnees. II esl naturel d'etendre un pen 
cette definition et de chcrcher les surfaces lelles que, si, dans 
ohacnn de leurs plans tangents et par le point de contact dc ce 
plan, on mene les deux tangentes a nnc surface fixe du second 
degre., cos deux tangenles soient conjugnees rclativement a la sur- 
face cherchee. Quand la surface du second degre- ou quadrique 
se reduira an cercle de Tinfini, la definition precedenle coi'ncidera 
avec celle cles surfaces minima. Si la quadrique se reduit a nne 
conique, la surface cherchee deviendra la transformed bomogra- 
phique d'une surface minima. Si la quadrique (Q) se reduit a un 
cone, la surface sera la correlative d'une surface minima. Le seul 
cas reellement nouveau a cnvisager estdonc celuiou la quadrique 
apparlient a la classe la plus generalc ; nous la designerons, pour 
abreger, par la lellre (Q) el les surface s chorchees seront appeiees 
ici les surfaces (M). 

831. Soit alors 



Pequalion de la quadrique (Q) rapportee a un letraedre conjuguc 
quelconque et considerons, sur la surface (M) cherchee, les deux 
families de lignes conjnguces dont les tangentes sonl en meme 
temps tangentes a la quadrique. Ces deux families sonl distinctes 
si nous ecartons le cas exceptionncl ou la surface (M) se reduirail 
a nnc developpable circonscrite a la quadrique (Q); nous pourrons 
done prendre pour variables independantes leurs parametres a et [3. 
Si Ton mene par un point (x,y, 5, i] de (M) la tangente definie 
par les valeurs dx } dy^ dz, dt des differentiellcs, la condition pour 
que cette droite soit aussi tangente a la quadrique s'exprime par 
I'equation suivante 



( j? dx -h y dy H- z dz -+- / dt ) 2 = o . 
Supposons qu'on ait multiplid les coordonnees homogrnes de 
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chaque point par un e fonclion telle que Ton ait constammenl 

(3) 4 *-+?*-*- 3* + f2_ K 

la condition precedence se simplifiera et deviendra 

(4 } d** H- dy* -+- dz -v dt- - o. 

On exprimera done que les tangent es aux lignes de parametres a 
et p sont aassi tangentes a la quadrique en eciivant les deux equa- 
tions 

, /dr\2 /d^ /< 

I -|- ( | _)_ [ 1 _4_ f 



Pour exprimer de plus que les lignes cle parametres a et [3 soot 
conjuguees, il faudra ecrirc que x^y^ z^ t sont quatre solutions par- 
ticulieres d'une equation lineaire de la forme 

(G) ^p = A S- ! - n 5? + G0 ' 

oii A, B, G designenl dcs fonctions inconnues de a et de p. Nous 
allons montrer en premier lieu que A et B sont nulles. 

Pour cela, multiplions i'equation precedence par -^ et faisons la 

somme des quatre equations que Ton obtient en y remplacant 6 
parx, j^, s, ^ successivetnent, Comme on a, d'apres les equations 

(,)) et (3), 



da da dfi da da dji da da dfj da da d(j ' 

tiy, *~ ^ da "* da da ' 
il viendra 

, /d.r d.r dy dr d^ di (Jl <Jt \ 

j / __!__ _/, _/ _J_ . !_ ] - ; Q 

\ da d3 ' da dp ' da dS da d^/ 1 

v j r i if 

c'est-a-clire, puisque le coefficient de B ne pout etre nul, 

r ^ o. 
On aura de me me 
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en sorte qae la question est tout entiere ramenee a la suivanLe ; 
Trouver line equation lineaire a invariants egaux 



dont qua ire solutions particulieres saiisf assent a la relation 

(8) X*-+-y*+X*-+-P=zl. 

Sous cettc forme le problerae est susceptible d'une solution ele- 
gante. 

832. Com me on trouve, en different! ant deuxfoisl'equation (8), 



dx dx dy dy dz dz dt dt 

^ "~ So" 5"p ~~ 5oT d p ~" 5a Jfi "~ 5a 5p ? 

on aura, en reinplagant les derivees secondes par leurs valeurs 
deduites cle ['equation (7), 

dx dx 



le signc S designant line somme etendue aux qualre coordonnees. 
En tenant ton jours compte de ce qne x, y, j, t sont solutions 
parliculieres de 1'equation (7), on deduit de la sans difficult^ les 
equations suivantes : 

_ 

"""~" 



dont nous aurons a faire usage plus loin. Posons maintenant 

00 K: 

On aura 



et de meme 
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K et K< dependent done respectivement des seules variables a et (3 
et Ton pent ecrire 

K=/(a), K^/^). 

Ilfaulecarlerrhypoihese oul'une de ces fonctions seraitnulle, 
le lecteur s'en assurera aisement. On pourra alors, en remplacant 
les variables a et (3 par des fonctions convenablement choisies de 
ces variables, reduire K et KI a 1'unite. Nous supposerons done, 
dans la suite, 

(12) K = i, Ki = r . 

De^signons maintenant par , p, (v, p les eoordonnees tangeii- 
tielles, eoordonnees dont les rapports mutaels sont determines 
par les trois equations 

dx r\ dx 



On pent evidemment toujours irouver quatre fonctions A, A,, 
H, D tclles que Ton ait 



d l x . dx 



efc les equations analogues oblenues en remplacant x et u par JK 
et 9, z et (P, t et p respectivement. Multiplions 1'equation prece- 
dente par x ct ajoutons-la aux trois equations analogues relatives 
aux autres eoordonn^es. En tenant compte des identites deja si- 

gnal6es, on trouvera 

H = o. 

Op^rant de meme, apres avoir multiplie par -r- on aurait 

Ai==o. 

Multipliant maintenant par -TQ et remarquant que 1'on a 

Sdx c?" x (*\ ox dx dC 

^6 <?ot^ <^oc k^ d& ^6 d& 



on trouve 



A ir. 

XX ^^ 

G da 
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L'equation (i/f ) se rednit done a la forme ires simple 



Si foil assujeuit en outre les coordonnees tangentielles a verifier 
aussi la relation 

(16) a 2 -f- v~ -+ <r 2 -h/?~ = i, 

['elevation au carre de Pequalion prececlente et son addition aux 
equations analogues nous donneront la condition 

D2 = i, b=:i. 

En rcmplacaat, s'il est necessaire, a par /a, on pourra ton jours 
prendre D = i , ce qtii donnera 1'eqnalion 

() 2 .r i dC dx 



a laquelle on pent joindre la stiivante, toute semblablr : 

() 2 ,r _ i ()G dx 

ces equations etant encore v6rifiees quand on y remplace x el a 
par y et r, z et (V, et/?. 

833. Si on les retranche membre a membre, on reconnaltra 
([ue les quatre coordonnees ponctuelles satisfoni a 1'equation II- 
neaire aux. derivecs particlles 

en meme temps qu'a requation (7), et il est clair que la principals 
clifficulte du probJemc se rcdait a la determination cle G. Or, M 

Ton multiplie 1'equation precedente par -j^ et qu'on 1'ajoute aux 
equations analogues, on Irouvera 



U ^3" 2 ~dy? [ ' G (Joe 
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on, en tenant compte cles relations (10), 



__ 

* d$* ~~~ G da dp * 

D'autre part, la premiere des relations (10) 
dC n doo d^SG 



nous donne, en differentiant par rapport a (3, 



Remarquons que Ton a 

d*x d 



En portant dans 1'equation precedente cette valeurde laderivee 
Iroisieme de x, il viendra done 



doc dp 
de sorte que 1'equation (20) se transformera dans la suivante 



da d$ G da 

on encore 



- G 

Telle est 1'equation anx deiivees partielles qui determinera C. 

834. Une fois eomrne C, les coordonnees x,y, js, t seront de- 
finies par les Equations aux derivees partielles (7) et (ig) ? qui ne 
peuvent. evidemmenl admettre que des solutions contenant des 
constantes arbitraires. A cliaque valexir de C correspondent une 
infinite de surfaces (M) ; mais toutes ces surfaces se transforment 
les unes dans les autres par la substitution homographique qui 
conserve la quadrique (Q) 7 c'est-a-dire la forme quadratique 



Si 1'on reniplace dans liquation (21) C par e* l ? elle prend la 
D. III. 3i 
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forme 



gut ne differs que par les notations de celle dont V integration 
determine les surfaces a courbure constante. 



5. Quand on aura determine #, y : c, J, Jes formules (17) on 
(18) feront connaitre les coordonnees langentielles, c'est-a-dire les 
coordonnees ponctuelles du pole dn plan tangent par rapport a la 
quadrique (Q). La Geometric nous montre immediatement que la 
polaire reciproque de la surface cherchee (M) par rapport a (Q) 
donne ime seconde solution du probleme que nous avons en vue. 
En effet, dans la transformation par polaires reciproques, a des 
tangentes conjugates de (M), correspondent des tangentes con- 
juguees de la polaire reciproque; et, a des tangentes de (Q), 
correspondent encore des tangentes de (Q). 

On peut verifier cette proposition par FAnaljse de la inaniere 
suivante : 

Differentions Fequalion (17) par rapport a p; il viendra 



__ 

dp ~" 5oT5p dp \G da 

on, en tenant compte des equations (7) et (21) 
du / n <?* 2 lo^G\ dx T dx 



On irouvera de mfime 

et 

= G dps ~~~ C* dp* dj 



ou, en tenant compte de Pequation (18), 



On voit bien ainsi que la polaire reciproque de(M) est une sur- 
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face de meme definition que (M), qui correspond a cette solution de 
Pequation (21) que Ton obtient en changeant C en ^* 

836. Pour indiquer d'une nianiere complete la signification des 
resultats precedents, nous allons rappeler la generalisation des 
notions d'angle et de distance qui est due a M. Gaylej ( j ). 

Cette generalisation a pour point de depart la substitution d'une 
quadrique c|iielconque (Q) au cercle de Pinfini. 

Etant donnes deux points dans Pespace M, M', appelons distance 
de ces deux points la fonction S definie par Pequation 

(a6) ^O = R J 

R desigmmt le rapport anharmonique de M, M' et des deux points 
OLI la droite MM' rencontre la quadrique (Q). Si JE, y, z, I] x f , y r , 
s', l' designeiit les coordonnees des deux points et si la qua- 
drique (Q) est definie par Pequation hornogene 

(27) f(x,y,3, = Q> 

on aura 

,<>f r d f < d f , d f 

x > -L +y ^L _^ ,-' j/. _4_ t i ^L 

. rtN ^ i dx J dy (Jz dt 

(ti8) coso = -- 

2 



La distance de deux points pourra done etre consideree comme 
nulle quand ils seront sur une meme tangente a la quadrique (Q) 
6t seulement dans ce cas. 

Si la quadrique (Q) se r^duit a une conique, la distance de 
deux points quelconques devient nulle dans tons les cas, d'apresla 
definition rae"me; mais on peut employer Partifice suivant. 

Supposons, pour fixer les idees, que Pon ait pris Pequation de 



( 1 ) Voir le Mdmoire intitul^ :A sixth Memoir upon Quantics (Philosophical 
Transactions, vol. CXLIX, p. 61-90; 1809) et the Collected Mathematical 
Papers of A. Cayley, vol. II, p. 56i. On pourra consuller aussi tin Memoire de 
M. F. Klein Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie insure en 1871 
au tome IV des Mathe?natische Annalen> p. 573-625. 

En ce qui concerne la generalisation des notions de lignes de courbure, focales, 
normales, etc., consulter 1'Ouvrage de"ja cit^ Memoire sur une cla$$e remar- 
quable de courbes et de surfaces algebriques, Paris, Gauthier-Villars; 1873. 
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la quadrique sous la forme 

(29) 



ou, si Ton veut, que la quadrique (Q) rapportee a des axes rectan- 
gulaires soit une sphere de rayon R. La formule (28) nous donnera 



en faisant = 2' = i . 

Si R devient infini, on trouve 

COSO = 1, 

et 1'on pent prendre 8 = 0. Mais posons 

(3o) 0030 = 1-4-^:5^ o' 2 = aR 2 (coso i), 

et developpons en serie, suivanl les puissances de =? , il viendra 

(30 8 f 2 == (a? ^ ; ) 2 "^ (r - 



les termes neg-liges contenant Lous -g en facleur. Nous relrouvons- 

a la limile 1'expression liabiluelle de la distance de deux points. 
De meme, etant donnes deux plans, appelons angle de. ces 
plans la fonction V definie par la formule 

(82) <s 2iV = <R, 

ou Jl desigue le rapport anliarmoniquo des deux plans donnes eL 
des deux plans tangents menes par leur intersection a la qxiadrique 

(Q). Si 

(33) cp(w, (?, w,p) = o 

est Fequation tangentielle de cette quadrique ct si w, p, PP, /?; 
u j 9 P', (^', // designent les coordonnees tangentielles des deux 
plans donnes, leur angle sera definiparla formule 



(34) 



Cette definition se reduit, sans qu'il soit n^cessaire de faire aucune 
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transformation, a la definition ordinaire quand la quadrique (Q) 
se transforme dans le cercle de Finfini. II est clair que, dans la 
Geome'trie de M. Cayley, Tangle de denx plans est egal a la dis- 
tance de leurs poles par rapport a la quadrique (Q). 

On appellera de meme angle de deux droites qui se coupent 
la fonction V de'iinie toujours par Fequation (82), ou $1 designera 
le rapport anharmonique des deux droites et des deux langentes 
menees par leur point d'intersection et dans leur plan a la qua- 
drique (Q)- 

Deux plans seront perpendiculaires quand Fun contiendra le 
pole de Fautre. Deux droites seront perpendiculaires quand Fune 
contiendra le pole d'un plan passant par Fautre. 

Une droite sera perpendiculaire a un plan quand elle sera per 
pendiculaire a toutes les droites passant par son pied dans le plan, 
Elle passera alors par le pole du plan. 

L'angle d'une droite et d'un plan sera le complement de F angle 
de la droite et de la perpendiculaire menee an plan par le pied de 
cette droite dans le plan. 

837. Une fois definies les notions d'angie et de distance, les 
autres definitions de la Geometric me'trique ordinaire subsistent 
et peuveni etre introduites sans aucune difficulte. 

Cherclions, par exemple, Felenient lineaire de Fespace et ? pour 
cela, remplacons dans la formule (28) qui donne la distance de 
deux points #', j ; , z f , t f par x -h dx^ y -+- dy, z 4- dz, t -4- dt. Er. 
developpant en serie les deux membres, nous trouverons 

ds* 



COSO = I 



, . . ,. . 

_f(dx,dy,dz,dt] i \dv Oy 



Si, en particulier, on suppose que les coordonn^es homogenes 
aient ete multipliees par une fonction telle que Fon ait constam- 
ment 

(36) /O,y, ,Z)=i> 

on aura 
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et la formule (35) se reduira a la suivante 
( 37) ds* -f(dx, dy, ds, dt). 



838. Ges formules conduisent a differentes consequences. Nous 
remarquerons d'abord que, si Ton considere differentes directions 
emananl d'un meme point, les angles de ces directions [relati- 
vementa la quadrique (Q)] sonl ceux que nous avons definis au 
n 372 et que nous avons rattaches a la consideration purement 
analytique d'une forme quadratiquc. Cefcle forme quadratique esfc 
ici celle qui est dcfinie par Tequation. (35) on par Tequation (87) 
en tenant compte de la relation (36). 

Remarqaons en effet que, si nous considerons seulement les 
angles des droiies et des plans qui passent par un point deter- 
mine M, on pent, sans changer la \aleur de ces angles, substituer 
dans leur definition a la quadrique (Q) toute autre quadrique 
inscrite a celle4a suivant la conique (C) d'intersection par le plan 
polairedu point M; en parliculier, on pent prendre celte conique 
(C) elle-meme. 

Si Ton a rapporte la surface a un tetraedre conjugue ajant Tun 
de ses sommets en M, on pourra reduire son equation a la forme 
simple 

^a+^s^. -a^^-so, 
le point M ayant pour coordonnees 

OS <~y = z = O, t = I . 

Cela pose, considerons deux directions partant du point Met 
definies par les caracteristiques d et 3; on aura, en assujettissant 
les coordonnees a verifier toujours Pequalion de condition (36), 

dt = 8jf = o, 
et Tangle (<&, QS) de ces deux directions sera donne par la formule 

(38) ds os cos(ds, 85) = dx QCC -t- dy OJK + dz o 

tout & fait identiquc a la formule ordinaire. Gela re"sulle imm^dia- 
tement de la remarque pr^c^dente, puisque nous pouvons ? dans le 
calcul de Tangle, substituer a la quadrique (Q) la conique de'finie 
par les equations 
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conique qui, avec les notations cartesiennes, deviendrait iden- 
tique au cercle de Tinfmi. Or Tangle (ds, s), defini par la for- 
mule (38), est bien identique a Tangle de deux directions tei que 
nous Tavons defini au n 572, relativement a Tune ou Tautre des 
formes quadra tiques( 35) 011(37). Cela severifiepresqueimmedia- 
tement. 

839. La formule (37) va nous permettre encore de generaliser 
la propriete des lignes geodesiques d'une surface et de montrer 
que, dans la Geometrie de ML Cayley comme dans la Geometrie 
ordinaire, le plan osculateur d'une ligne geodesique est normal 
a la surface sur laquelle elle est tracee. 

Soit, en effetj 

(3 9 ) 6(tf,;r,*,0 = o 

Tequation homogene d'une surface (8) dont on veut determiner les 
lignes geodesiques. II iaudra troirver le minimum de Tintegrale 

*ds, 



ou ds est donnee par Tune des formules (35) ou (87). En suppo- 
sant quc x, y> z, t verifient toujours la illation (36), ce qui est 
evidemment permis, Tapplication des methodes du Calcul des 
variations conduit aux equations differentielles suivantes. 

D&ignons par x j , /, 5 f , t' \ x", /', - f/ , t ff les derivees premieres 
et secondes de x, y, s, t, consid^r^es comme fonctions de s et 
posonSj pour abreger, 



Les equations differentielles cherch^es sont 

^. = _^ + a^, 

dx" dx dx 

df" ___df_ d 
dy" dy dy 

(4l) ^! = _2f+ ^ 

z" ~" dz dz* 



-^. 

dt" ~~ dt ^ dt 
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Les coordonnees u, v, n?, p du plan osculateur a la ligne geo- 
cfesique sont evidemment defmies par les trois equations 



Les coordonnees X, Y, Z, T du p6le de ce plan s'obtiendront 
en rempJacant dans les equations precedentes it, v, w, p respecli- 
vement par les derivees relatives a X, Y, Z, T de la fcnclion 
/(X, Y, Z, T), ce qui donnera, d'apres une identite bien contiue, 
les equations 



Gela pose, multiplions les equations (40 respeetivement par 
X, Y, Z, T el ajoutons-les. En tenant compte des relations pr(5ce- 
dentes, nous aurons 



-r- = O, 

dsc 



etj par suite, [x n'elant pas nul ( 1 ), 

S v d0 
X ^ = ' 

Cette equation exprime que le p6le du plan osculateur se trouve 
dans le plan tangent a la surface (0). En d'autres termes, le plan 
osculateur de la ligne geodeslque est perpendiculaire au plan 
tangent, les angles etant lvalues par rapport a la quadriqne fon- 
damentale* 

II r^sulte de ce theoreme que la ligne la plus courte entre deux 
points de 1'espace est, dans la Geometric de M. Gayley, la ligne 
droite qui joint ces deux points. Car la ligne la plus courte re*u- 
nissant deux points de 1'espace sera ge'odesique sur toutes les sur- 



( l ) Si jj, e"lail nul ? les Equations (/ji) ne dependraienl pas de 6 el se reduiraient 
aux suivantes 

x -h x" ~ o, y + y" =5 o, xj 



qui d^fmissent la ligne la plus courte <tos I'espace, Gette ligne la plus courte 
est une droite; nous allons le signaler dans un instant. 
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faces qui la contiendront et, par consequent, devra avoir son plan 
osculateur indetermine. Ainsi 

Dans la Geometric de M. Cay ley, les lignes dr cites sont les 
lignes les plus courtes entre deux points. 

On suppose toutefois qn'en allant d'un point a Pautre on ne 
rencontre pas la surface (Q), car alors il y aurait discontinuity 
la distance de deux points devenant infinie quand Fun d'eux se 
trouve stir ]a quadrique fondameniale. Ainsi les deux points 
doivent 6tre a Finterieur ou a Fexterieur de la surface (Q). 

II suit du iheoreme precedent qu'on saura determiner les lignes 
geodesiques tracers sur toute surface (S) du second degre. Car la 
surface developpable qui a son arete de rebroussement sur (S) et 
esl en rneme temps tangente a une quadrique quelconque (Q'} 
inscrite dans la dveloppable (S), (Q)jauraprecisementpourarete 
dc rebroussernent une Ligne geodesique de (S). Cela resulte des 
proprietes bien connues des faisceaux tangentiels de quadriques. 
Le developpement des calculs est identique a celui qui concerne 
les lignes geodesiques dans la Geometric ordinaire, comme le 
monlre irnmediatement la remarque suivante. Les lignes geode- 
siques d'une quadrique (S)conservenl encore leur propriete d'etre 
geodesiques lorsqu'on substitue a la quadrique fondamentale (Q) 
toute autre quadrique inscrite dans la developpable ( S ) , ( Q ) et, 
en particulier, Tune des lignes doubles de cette developpable; et, 
par consequent, pour les transformer en lignes geodesiques ordi- 
naires, il suffit d'effectuer une transformation liomographique qui 
reniplace cette ligne double par le cercle de 1'infini. 

840. Dans la Geomelrie de M. Cajley les lignes de courbure 
peuvent ^tre d^fmies de la maniere suivante. Ce sont les courbes 
telles que les normales a la surface en tons leurs points engendrent 
une surface developpable. Les normales sont les droites qui joi- 
gnent le point de contact du plan tangent an pMe de ce plan par 
rapport a la quadrique fondamentale. Mais ici le principe de dua- 
lite exige que nous introduisions une autre droite que nous appel- 
lerons seconds normals et qui sera Intersection du plan tangent 
avec le plan polaire da point de contact. La premiere et la seconde 
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normale sont des droites polaires i'une de 1'autre. D'apres cela, il 
est clair que, si les premieres normales engendrent une surface 
developpable, il en est de meme des secondes normales et vice 
versa. 

Nous allons montrer qu'il y a sur toute surface une double fa- 
mille de lignes de courbure et que, comme dans la Geometric 
ordinaire, ces deux families forment un reseau conjugue. 

Soient, en effet, M un point quelconque d'une surface (S) et P le 
pole de son plan tangent, pole qui correspond a M sur la sur- 
face (5/) polaire reciproque de (S); soient MP, M 7 P 7 deux positions 
infinimenl voisines de la droite MP qui engendrent un element de 
developpable. Pour que I'element de surface reglee (MP, M 7 P 7 ) soit 
developpable, il faut et il suffit que les droites MM 7 , PP ; soient dans 
un meme plan. Mais alors il en sera de mme des polaires de ces 
droites, qui sont, Tune la tangente conjuguee de PP 7 en P relali- 
vement a (S'), 1'autre la tangente conjuguee de MM 7 en M relati- 
vement a (S). On voit done que, si MM 7 est, sur la surface (S), la 
direction d'une ligne de courbure, il en sera de meme de la tan- 
gente conjuguee. Ainsi 

Les developpables de la congruence engendree par les nor- 
males MP decoupenl sur les surfaces (S), (S ; ) deux reseaux de 
courbes conjuguees qui sont, d'apres notre definition, les lignes 
de courbure de ces surfaces. 

De plus, le pole du plan principal PMP'M' se trouvant a Fin- 
tersection des deux tangentes conjuguees de MM 7 et de PP', on 
voit que 

Les deux plans principaux seront conj agues, c'est-a-dire 
normaux, par rapport a la quadrique fondamentale . 

Ainsi les developpables formees par les normales decoupent 
sur les deux surfaces (S) ? (S 7 ) aussi bien que sur la quadrique (Q) 
un reseau conjugue'. II y a ? sur toute surface, deux, families dc 
lignes dont les tangentes sont conjuguees a la fois relativement a 
la surface et a la quadrique fondamentale et qui sont telles que, 
pour chacune de ces lignes, soit les premieres, soit les secondes 
normales forment une surface developpable. 
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C'est Ja generalisation aussi complete que possible des pro- 
pri6tes des lignes de courbure dans la Geometric euclidienne. 

841. II ne sera pas inutile pour ce qui va suivre de retrouver 
quelques-unes de ces proprietes par I'Analyseeid'indiquer ici an 
sy steme de formules analogues aux equations d'Olinde Rodrigues 
(n 141) et relatives aux lignes de courbure dans la Geome*trie de 
M. Cayley. 

Soient toujours or, y, , t les coordonnees homogenes d'un 
point M d'une surface donnee, liees par la relation 

(44) 3?2-4-JK 2 ~H<3 2 -HZ 2 =I, 

et u, P, w, p les coordonnees du pole P du plan tangent relative- 
ment a la quadrique (Q) dont F equation sera prise ici sous la 
forme 

t~-= O. 



Nous supposerons ces coordonnees du pole P liees egalement par 
la relation 



(45) 

Un point situe sur la normale MP a une distance p du point M 
aura alors ses coordonnees X, Y, Z, T determiners par les formules 

suivanles 

X = a?cosp -H u sinp, 

Y = Y cos P + p s * n P > 

t/ i i 

Z = 3 cosp -4- w sinp, 
T = t cosp -f-/> sinp. 

Exprimons qu'il est un centre de courbure principal, c'est- 
a-dire qu'il existe un deplacement de la normale dans lequel il 
de"crit une courbe tangente a cette droite. Nous serons conduit a 
des equations telles que les suivantes 



ou encore, en remplagant o?X, rfY, ... par leurs valeurs 
cosp dx-i- sinp du = Va? -4- p.'w, 
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Si 1'on multiplie ces equations respectivement par #, y, z, t et 
qu'on les ajoute ensuite, si 1'on recommence ensuite la meme 
operation apres les avoir multiplies par u : v^ w, p en tenant 
compte des relations (44)? (4&) et des identites 



o, ioeu o, 

on tr ouver a 

X'-o, p/=o. 

Elles prennent done la forme tres elegante 
dx H- tangp du = o, 



dy -f- lano'p dv = o, 
t 4 - ') / 

J c^5 -H tangp <fw = o, 

\ ^ H- tangp dp = o, 

toule semblable a celle des equations d'Olinde Rodrigues. 

Si 1'on designe par d et 3 les caracteristiques des differentielles 
relatives aux denx directions des lignes de courbure, on en de- 
duira facilement les identiles 

(48) V dx oa? = o, V du Ba? = o, W doo u = o, V du %u = o, 

d'apres lesquelles on reconnait que les directions principales sonta 
la fois perpendiculaires relativemenLalaquadriquefondamentale, 
et conjugueesj dans lesens deDupin, relalivement a la surface sur 
laquelle sont tracees les lignes de courbure. 

842. Si nous voulions poursuivre ces analogies, nous pourrions 
reprendre ici la theorie tout entiere des surfaces. En employant 
par example la mlhode de Gauss, nous n'aurions qu'a remplacer 
les cosinus directeurs de la normale par les coordonn^es du p61e 
duplan tangent relativement a la quadrique fondamentale, etnous 
serions conduits a la reproduction presque textuelle des formules 
donn^es au Chapitre III. Le th^oreme de Gauss, relatif a Fexpres- 
sion de la courbure totale par Pel&nent lineaire, subsiste dans la 
Geometric cayleyenne et Ton pent ^difier, relativement aux sur- 
faces dont les rayons de courbure sont fonctions Fun de 1'autre, 
une th^orie toute semblable a celle que nous devons a M. Wein 
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garten. Gette elude est loin d'etre depourvue d'interet, mais le 
lecteur pourra aisemeni la reeonstituer a 1'aide des indications 
precedentes. Nous nous contenferons de montrer ici que les sur- 
faces (M), etudie'es an debut de ce Chapitre, sont les analogues 
des surfaces minima dans la Geometric de M. Gayley. 

Gela resulte d'abord de leur definition elle-meme, les lignes 
dont les tangentes sont aussi tangentes a la quadrique fondamen- 
tale sont aussi, d'apres nos definitions, les lignes de longueur 
nulle de la surface dans la Geometric cayleyenne. Or, ces lignes 
doivent former un systeme conjugue, de meme que, dans la 
Geometric ordinaire, les lignes de longueur nulle des surfaces 
minima. 

8-13. Plac,ons-nous maintenantaun autre point de vue, et cner- 
chons les lignes de courbure d'une surface (M). En appliquant 
les equations diflferentielles precedentes et tenant compte des re- 
lations (a3) et (24)5 on verra qu'elles prennent ici la forme sui- 
vante 



et se reduisent, par suite, aux deux equations tres simples 

(49) 



Eliminant p, on trouve 

(5o) ^a 2 ~^P 2 = o. 

Cette Equation s'integre aisement. Gelle qui determine les rayons 
de courbure principaux devient 



Ainsi les deux rayons de courbure principaux sont ici egaux 
et de signes contraires. 

844. Reciproquement, toute surface dont les rayons de cour- 
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bure sont egaux et de signe contraire dans la Geometric cayleyerme 
est une surface (M). Pour le demontrer, designons par a et (3 les 
parametres des lignes de courbure el designons par p 4 et p 2 , non 
plus les rayons de courbure principaux, mais les tangentes de ces 
rayons de courbure. Les equations (47) nous donnenl le systeme 
fond amen Lai 



(5*) 



dy 
da. 
dz 



dv 



dw 



(53) 



dx 



dv 



dt 



Si done on pose 

( 54 ) ds- = X d^ = E da- 

on irouvera sans peine 
(55) 

(56) Q 

K-' pi i' a 

Ces equations nous seront utiles plus loin. Si maintenant on 
elimine u entre les deux premieres equations des groupcs (5a) 
et (53), on aura 



ou 



d(~] 
dx ^P*/ 



et de Ron de*duit ? en multipliant successivement par -r-> -rr-? puis 
ajoutant les equations analogues, 



(57) 



i / i 

u 

I / I 
a \Vi 



^-hE- 



Pl/ - ft 

^ = O, 
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Ces relations sont tout a fait generales et s'appliquent a toute 
surface. Supposons maintenant que 1'on ait 

Pi H- Pa = 0, 
elles deviendront 

E\ d /G 



et Ton en de'duira 

(58) 

Les formulas (54) et (55) nous donneront done 

( d ^ = Pi [/( ) ^a 9 - -+- cp ( (3 ; dp ], 

(59) 



Par suite, les lignes de longueur nulle de la surface, defmies par 
liquation 

d$* = o, 

seront bien conjuguees par rapport aux lignes asympioliques, d6- 
finies par 1'equation 



G'est ce qu'il fallait demontrer, et Ton voit de plus qu'on d^ter- 
mine les unes et les autres par des quadratures. 



3. Une troisienie propriete rapproche les surfaces (M) des 
surfaces minima. Remarquons d'abord que 1'aire, dans la G6o- 
metrie cajlevenne 1 comme dans la G^ometrie ordinaire, a sa defi- 
nition qui se ramene a celle de la longueur. Si Felement lineaire 
d'une surface a pour expression 

ds* = E d<& 4- G- dp -+- aF da rf, 

dans Tune et 1'autre Geom^trie Taire sera Tintegrale double 

r r , _ 

J J /EG - F2 <fa d$, 



etendue a la portion de surface consideree. 

Etant admise cette definition de l'aire ? les surfaces nouvelles 
jouissent relativement'a Faire cayleyenne de la m^me propriete 
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que les surfaces minima, relativement a Taire euclidienne. C'esl 
un poiat que Ton etablira comme il suit. 

Portons sar la normale en un point M d'une surface quel- 
conque (S) uiie longueur MM' = e. Les coordonnees du point M' 

seront 

X = x cos s -H u sins, 

Y = jrcos-f- 9 sins, 
Z = z COSE -f- cosine, 
T = t coss -f-/? sins. 



(Go) 



Si Ton prend comme variables les parametres a, j3 des lignes 
de courbure, les formules (54) a (56) nous permettront d'etablir 
1'identite 



( U I I ""^ CVJX WW ' *-.,- 



d'ou Ton pourrait deduire toute une generalisation de la theorie 
des surfaces paralleles. 

Si Ton suppose que e soit une fonction infiniment petite de a, 
3, le point M7 decrira une surface (S ; ) infiniment voisine de la 
surface (S) et 1'aire de cette surface (S ; ) sera representee par 
l^integxale double 



Pi P 



ou Ton neg%e le carre de e. Le calcul est tout semblable a celni 
que nous avons donne au n 185. 

On voit done que la variation de Faire de la surface (S) ne sera 
nulle que si Ton a, en chacun des points de cette surface, 



et nous avons deja constate que cette relation entre les rayons de 
courbure caract&rise les surfaces (M). 

846. Pour terminer ce Chapitre, nous Indiquerons une trans- 
formation (*) qui permet de transporter en quelque sorte a la Geo- 



(') Cette transformation a ete etudi^e avec d^veloppement en diverses parties 
de TOuvrage que nous avons cite plus haut [p. 479]- 
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metric des relations metriques euclidiennes, les propositions que 
Ton a obtenues relativement a la Geometric de M. Cayley et, en 
particulier, celles qui coneernent les surfaces (M). Comme toutes 
les definitions generalisees d'angle, de longueur, de distance 
sont fondees sur la notion du rapport anharmonique, nous pour- 
rons supposer que Ton ait ramene, par une transformation horno- 
graphique, la quadrique fondamentale a etre une sphere (S). 
Cela nous permettra d'enoncer sous forme plus claire les defini- 
tions et les resultats. 

A chaque point M de 1'espace faisons correspondre 1'un des 
points m, m' qui sont les centres des spheres de rayon nul passant 
par 1'intersection de la sphere (S) et du plan polaire de M par 
rapport a (S). La transformation ainsi definie jouira des pro- 
prietes suivantes. 

A chaque point M correspondent deux points m, m 1 ] mais a un 
point m correspond un seul point M, admettant pour plan polaire 
le plan radical de (S) et du point-sphere qui a son centre en m. 

Les deux points /?z, m f qui correspondent a un menie point M 
sont inverses Fun de Uaulre par rapport a la sphere (S) etilssont 
sur la droite qui joint le point M au centre de cette sphere. 

Voici d'ailleurs les formules qui definissent la transformation. 

Prenons pour origine le centre de la sphere (S) qui aura alors 
pour equation 
(61) " X2-*-Y2^-Z 2 R2=o, 

et soient x, y, z les coordonnees du point m. 

Le plan radical de la sphere (S) et du point-sphere m aura 
pour equation 

X^Y^H-Za H 2 (X ^)2~(Y jK) 2 "- (Z 3)2=0. 

Le pole de ce plan, qui doit etre le point M 7 se determine done 
sans difficulte et Ton trouve pour ses coordonnees X, Y, Z les 
expressions suivantes 



(62) 




D. III. 32 
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Ces formules defmissent la transformation. Elle a deux pro- 
prietes communes avec Finversion. D'abord la droite reunissant 
les points qui se correspondent va passer par tm point fixe. En 
second lieu, le point M ne coincide avec m que si Ton a 

* R* = o, 



c'est-a-dire si le point m est sur la sphere (S). 

Mais si Ton veut deduire x, y, 5 des relations precedents, les 
resultats sont plus compliques. On trouvera 



et de la on deduira 



x " Y z R/R X-YS z* 

847. An lieu de nous servir de ces formules emplojons unique- 
ment la Geometric. Pour abreger, nous d^signerons sous le nom de 
premiere figure celle qui contient les points M el sous le nom de 
seconde figure celle qni contieni les points m, m r . D'apres lade- 
finition mme de la transformation, m et m 1 sont les points-spheres 
passant par Intersection de (S) et dti plan polaire (P) de M par 
rapport a (S). Done toute sphere orthogonalea(S) e ayantson 
centre dans le plan (P) passera necessairement par les deux 
points m et m 1 . 

D'apres cela, considerons trois points queleoncpes M, M j , M 2 
de la premiere figure et soient (P), (P, ), (P 2 ) leurs plans polaires 
par rapport a (S). La sphere (S) orthogonale a (S) et ayant pour 
centre le point d'intersection des plans (P), (P^, (P 2 ), c'est- 
a-dire le p6le du plan MM { M 2 , contiendra necessaii'ement les 
couples de points de la seconde figure /n, m ! ] 7?^^, m\\ m^ m'^ qui 
correspondent respectivement a M, M 1? M a . Supposons mainte- 
nant qua M, M<, Ma soient trois points infiniment voisins d'une 
surface (U) appartenant a la premiere figure, Alors m, m^ m 2 
d'une part et m^ m^ m[ 2 d'autre part seront trois points infim- 
ment voisins sur les deux nappes de la surface ( V) qui est dans la 
seconde figure Fhomologue de la surface (U)* Quand les points 
Mi , M 2 se rapprochent da point M, le centre de la sphere (S) tou- 
iours orthogonale a (S) devient le p61e du plan tangent en M a la 
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surface (U). Comme m^ m 2 se rapprochent de m et m\, m\ 
de m r , cette sphere (S) devient tangente en 7?^, m! aux deux 
nappes de la surface (V). Et de la resulte la proposition suivante, 
qui constitue la meilleure definition de la transformation : 

A une surface quelconque (U) de la premiere figure la 
transformation fait correspondre La surface anallagma- 
tique (V) enveloppe de la sphere variable qui est toujours or- 
ihogonale a la sphere (S) et a son centre sur la polaire red- 
proque (U 7 ) de (U) par rapport a (S') ( j ). 

Supposons, par exemple, que la surface (U) soit un plan, la 
surface (U') se reduira an pole de ce plan et la surface (V) de- 
viendi^a la sphere orthogonale a (S) passant par Pmtersection 
de (S) etdu plan. C'est ce que permettent de verifier les fo ramies 

donnees plus haut. 

Fig. 81. 




Supposons maintenant que la surface (U) se reduise a une 
droite (rf). La polaire reciproque de (rf) sera une droite (d f ) 
et les spheres -variables qui auront leur centre sur (d ! ) contien- 
dront toutes le cercle (C), orthogonal a (S), passant par Pinter- 
section de (d) etde (S) (fig- 81). C'est ce cercle qui correspondra 



( * ) Voir pour la definition des surfaces anallagmaliques [I, p. 268]. On dit quel- 
quefois que (S) est la sphere directrice et (U') la surface d&ferente de 1'anallagma- 
lique. On pourra consulter sur ce point TOuvrage cit6 plus liaut [p. 4?9]- 
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a la clroite (d) } comme il est aise de le verifier encore par les 
formulas donnees plus haut. 

Cornme la langente en m au cercle va couper la droite (d) en 
un point qui est evidemment dans le plan polaire du point homo- 
logue M de la premiere figure, on voit que, si Von considere 
dans les deux figures deux courbes correspondantes, les tan- 
gentes en M et en m It ces deux courbes vont couper en un 
meme point le plan polaire de M par rapport a la sphere (S). 
Pour le reconnaitre ii suffit de substituer a la courbe decrite par 
le point M la droite qui passe par deux points infininient voisins 
de cette courbe. On deduit immediatement de la que, si Ton con- 
sidere non plus deux courbes, mais deux surfaces correspondanles, 
les plans tangents a ces surfaces en M et m se coupent suivant 
xine droite situee dans le plan polaire de M par rapport a la 
sphere (S). 

848. Ces propositions etant etablies, nous pouvons demonlrer 
la propriete fondamentale de la transformation : elle conserve les 
angles, c'est-a-dire que les angles de la premiere figure mesures 
par rapport a la sphere (S) sont 6gaux aux angles ordinaires 
de la seconde. 

Solent, en effet, M-C, Mi' les tangentes a deux courbes passant 
en M et soient t, t 1 les points ou elles rencontrent le plan polaii^e- 
de M. Les tangentes en m aux deux courbes correspondantes se- 
ront les droites mt, mt l '. D'ailleurs la droite ttf va rencontrer la 
sphere (S) en deux points a, a ; ; et ii est clair que les deux fais- 
ceaux de quatre droites 

mt, mt\ ma, ma' , 

MJ, M*', M^ 7 Ma f 

ont le meme rapport anharroonique R. 

Mais les droites Ma, Ma' sont des tangentes a la sphere, puisque 
M est le pole du plan (P) qui contient a, a!. L'angle V, mesure 
par rapport a la sphere (S), des deux droites Mi, Mi', c'est-a-dire 
des deux courbes de la premiere figure, est done 



De meme, puisque m est le centre d'une sphere de rayon null 
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qui passe par Pintersection cle (S) etde(P) et, par consequent, par 
les points a, a 7 , /na, ma! sont des droites allant rencontrer le 
cercle de Pinfini; et, par suite, Pangle ordinaire des droites mt, 
mt j est aussi egal a 

.log H. 

2 b 

La proposition est done demontre'e pour Tangle de deux courbes; 
-elle stibsiste evidemment pour 3 'angle de deux surfaces on pour 
Tangle d'une surface et d'une courbe. 

849. On peut d'ailleurs la demontrer analytiquement de la ma- 
niere suivante : 

Si Pon applique la formule (35), on verra que la distance de 
deux points infiniment voisins de la premiere figure, prise par rap- 
port a la sphere (S), est definie par Pequation 



Faisons usage des formules de la transformation et sabstituons 
a X, Y, Z leurs expressions (62) en #, y, s. Nous trouverons 



ou plus simplement 



Ainsi la transformation a lieu de telle maniere que Pelement 
cayleyen dv de la premiere figure soitproportionnel a IMlement eu- 
clidien ds de la seconde. Or, la definition donnee au n 572 de 
P angle de deux directions 6valu6 par rapport a une forme quadra- 
tique montre immediatement que cet angle subsists sans modi- 
fication quand la forme est multipli^e par une fonction finie 
quelconque. 11 resulte de 14 que Pangle de deux directions de la 
premiere figure evalue relativement a la forme quadratique dor, 
c'est-a-dire Pangle cayleyen (n 838), est identique a Pangle des 
directions correspondantes de la seconde figure evalue relative- 
ment a d$, c'est-a-dire a Pangle euclidien. 
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850. Les consequences les plus importantes de ce principe de 
la conservation des angles se rapportent au cas ou les angles sonl 
droits et, en nous souvenant que les directions a angle droit dans 
la Geometric cayleyenne sont celles qui sont conjuguees par rap- 
port a la sphere (S), nous pouvons enoncer les propositions sui- 
vantes : 

Si deux courbes de la premiere figure se cotipent et si Jes tan- 
gentes, en leur point commitn, sont consignees par rapport a la 
sphere, les courbes anallagmatiques correspondantes se coupent a 
angle droit. 

Si deux surfaces de la premiere figure se coupent et si les plans 
tangents en nn de leurs points communs sont eonjugues par rap- 
port a (S), les surfaces anallagmatiques correspondanles se cou~ 
pent a angle droit au point correspondant. 

Si Ton a ? dans la premiere figure, un systeme triple forme de 
surfaces telles que, en tons les points communs a deux surfaces, les 
plans tangents soient conjugues par rapport a la sphere (S), le sys- 
teme triple d'anallagmatiques correspondant sera forme de surfaces 
orthogonales. 

On pent indiquer encore ce que deviennent, lorsqu'on leur 
applique la transformation, les proprietes signale'es plus haut 
(n 839) relatrvement aux lignes geodesiques dans la Geometric 
cayleyenne. 

D'apres la forrnule (67), cette transformation fail corresponds 
aux lignes geodesiques cayleyennes de la premiere figure les 
lignes de la seconde qui rendent minimum 1'inlegrale 



etendue a Tare euclidicn ds pris entre deuxquelconques de leurs- 
points. On peut done enoncer les propositions suivantes, qui ont 
e'te developp6es dans FOuvrage deja rappele. 

Les lignes de Vespace qui rendent minimum V integrate 



prise entre deux quelconques de leurs points sont des cercles 
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orthogonaux a la sphere (S) definie par V equation 



Sur une surface donnee (U) les lignes qui rendent minimum 
la meme integrals sont definies par une propriete differen- 
tieliej analogue a celle qui caracterise les lignes geodesiques. 
La sphere qui est orthogonale d(S) et qui a, a9ec la courbe, le 
contact d'ordre le plus eleve, c'est-a~dire qui contient le 
cercle osculateur en un quelconque de ses points, doit etre, en 
ce point, normale a la surface. 

851. Examlnons en particulier ce que donne notre transforma- 
tion appliquee aux surfaces (M). Pour cela, il sera neeessaire de 
rappeler une generalisation ires etendue de la theorie des tan- 
gentes conjuguees de Dupin (*). 

Considerons un ensemble de surfaces (F) represente par une 
Equation de la forme suivante 

(68) f(,y> s, ^ b, c) = o, 

qui contient trois parametres arbitraires a, &, c. Tels sont les 
plans, les spheres passant par un point fixe ou orthogonales a xme 
sphere fixe, etc. 

Si Ton veut que les surfaces (F) soient tangentes a une surface 
donnee (A.) ? on aura a dtablir une certaine relation 



qui rediiira a deux le nombre des parametres contenus dans li- 
quation (68). Supposons, par exemple, que Ton elimine c; 1'equa- 
tion des surfaces (F) qui sont tangentes a (A)prendra la forme 

ou a et b seront entierement arbitraires. 

Cela pose, supposons que, lorsqu'on se deplace a partir d'un 
point quelconque M de (A) dans une direction MJJL, la surface (F) 

( l ) Voir le Memoire sur Les solutions singulieres des equations aux derivees 
partielles du premier ordre insure par Pauteur au tome XXVII des Memoires 
presented par divers savants a I'Academie des Sciences de r/nstitut de 
France, 10. 
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relative au point M soit coupee par la surface (F) relative au point 
infiniment voisin suivant une courbe admettant en M la tangente 
Mp/, La relation entre les deux tangentes Mp*, Mp/ sera evidem- 
ment homographique, mais elle sera de plus involutive^ c'est- 
a~dire que, si Ton se deplace suivant la direction Mp/ (au lieu 
deMfx), Intersection des deux surfaces (F) infiniment voisiiies 
correspondantes sera tangente a Mp- (au lieu de Mp/). 

Admettons cette proposition, pour la demonstration de laquelle 
nous -renverrons au Memoire cite, et qui donne evidemment la 
theorie de Dupin quand les surfaces (F) se reduisent aux plans 
tangents de(A).Nous remarquerons seulement que, par sa nature 
xneme, la relation entre deux directions conjuguees ainsi definies 
subsiste quand on effectue une transformation ponctuelle quel- 
conque, pourvu qu'aux surfaces (F) on substitue les transformees 
(F ; ) de ces surfaces dans la transformation consideree. 

D'apres cela, considerons les surfaces (M') qui derivent des 
surfaces (M) par la transformation que nous avons definie au u846. 

Nous voyons tout de suite ; d'apres laforiBiile (67), qu'aux lignes 
de longueur nulle (caylejenne) des surfaces (M) correspondent 
des lignes de longueur nulle (euclidienne) dans les surfaces (M 7 ). 
Ces lignes 6taient conjuguees par rapport a (M); elles le seront 
aussi sur la surface (M 7 )., pourvu que, dans la definition des 
tangejites conjuguees, on substitue auoc plans tangents de (M) 
les spheres orthogonales a (S) qui leur correspondent dans la 
titans formation. Voila done une propriete g^ometrique qui per- 
mettrait de definir directcment les surfaces (M 7 ). 

D'autre part, toujours d'apres la formule (67)? a 1'aire prise dans 
le sens de la Geometrie cayleyenne de la surface (M) corresponds, 
en laissant de c6t^ im facteur constant, Fintegrale 



relative a la surface (M 7 ), ^S ddsignant l^lement d'aire euclidien 
de cette surface. Les surfaces (M') seront done celles pour les~ 
quelles cette inte'grale, ^tendue a toute la portion de surface com- 
prise dans un contour donne, aurait sa variation premiere gale t 
zero. 

Nous nous contenterons de remarquer ici qu'en effectuant une 
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inversion dont Ie pole seralt sur la sphere (S), on pourrail reduire 
cette integrate a la forme plus simple 

r rdS 

JJ-*' 

z designanl la distance a im plan fixe qui serait \? inverse de la 
sphere (S). 
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The"oreme ge'ne'ral resumant les resultats obtenus. 
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mais, quand elle est de la classe la plus generale, la determination des 
surfaces cherchees se ramene a la rneme equation aux derivees par- 
tielles que celle des surfaces a courbure conslanle. Signification 
geometrique des resultats precedents; generalisation des notions de 
distance et cTangle due a M. Gayley. Relation avec les definitions 
donnees au Livre V, Ghapitre VIII. Les lignes geodesiques dans la 
Geometrie de JVI. Cayley. Leur plan osculateur est toujours normal 
a la surface sur laquelle elles sont tracees. Les lignes les plus 
courtes dans 1'espace sont encore des lignes droites. Generalisation 
des principales proprietes des lignes de courbure. Formules ana- 
logues a celles d'Olinde Rodrigues et relatives aux lignes de cour- 
bure genera lisees. Les surfaces (M) etudiees au debut de ce Gha- 
pitre ont, dans la Geometrie cayleyenne, leurs rayons de coiirbure 
egaux et de signes contraires; elles sont les seules qui jouisscnt de 
cette propnete. Elles se rapprochcnt encore des suz'faces minima 
par la propriet6 de rendrc minimum la portion de 1'aire cayleyenne 
comprise dans un contour dorme. Etude d'une transformation qui 
permetde transporter a la Geometrie euchdienne toute relation entre 
les angles dans la Geometrie de M. Cayley. Cette transformation 
fait correspondre une sphere a un plan et un cercle a une droite. 
Generalisation de la theone des tangentes conjugue"es de Dupin. 
Proprieles diverses des surfaces (J\J ; ) qui derivent des surfaces (M) 
par la transformation pre'ce'dente. 
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